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The advantages of the Hotelling criterion over the Shew- 
hart criterion in controlling the stability of a multi-parame- 
ter technol. process both in its particular stages 
and in general were evidenced on numerical examples.
 
Rozpatrzono problem kontroli stabilności cha-
rakterystyk wieloparametrowego procesu tech-
nologicznego, w którym występuje korelacja 
pomiędzy jego parametrami. Używa się do tego 
celu wieloparametrowych kart kontrolnych Ho-
tellinga. Przedstawione przykłady liczbowe 
wskazują na przewagę tych kart nad zwykle sto-
sowanymi kartami Shewharta, które mogą nie 
ujawnić dysfunkcji procesu przy skorelowanych 
parametrach, co spowoduje błędną ocenę jego 
jakości. Przedstawiono możliwość zastosowa-
nia kart Hotellinga do oceny stabilności, zarów-
no kolejnych etapów badanego procesu, jak 
i jego całości. Przy monitorowaniu parametrów 
charakteryzujących jakość procesu możliwe jest 
wykrycie tych z nich, lub ich kombinacji, które 
powodują przekroczenie poziomów dopuszczal-
nych w statystycznej ocenie jakości kontrolowa-
nego procesu, czyli jego niestabilność.
Statystyczna kontrola procesu technologicznego stanowi jedno 
z  głównych  zastosowań  statystyki  matematycznej  w  przemyśle 
i w wielu innych dziedzinach gospodarki. Na podstawie monitoro-
wania  wybranych  parametrów,  stanowiących  statystyczne  wskaź-
niki przebiegu procesu  technologicznego, wykrywa  się,  czy  stero-
wanie  tym procesem zapewnia,  że wytwarzane produkty  spełniają 
wymagania  norm,  czy  też  zmiany  niektórych  z  tych  wskaźników 
dają  podstawę  przypuszczać  o  powstawaniu  niedopuszczalnych 
zakłóceń  o  charakterze  deterministycznym.  Może  to  doprowa-
dzić  do  znacznych  nieprawidłowości w  procesie  technologicznym 
i w konsekwencji do spadku jakości lub wadliwości wytwarzanych 
produktów1, 2).
Głównym  narzędziem  stosowanym  w  praktyce  przemysłowej  do 
wykrywania  konieczności  interwencji  w  przebieg  procesu  jest  karta 
kontrolna  parametru  zaproponowana  przez  Shewharta.  Sygnałem 
o  nieprawidłowości  jest wyjście monitorowanego  parametru  procesu 
poza  dopuszczalny  dla  niego  przedział wartości.  Pomysł  ten  znalazł 
szerokie uznanie ze względu na jego prostotę i dosyć dużą uniwersal-




W  praktyce  stosuje  się  obecnie  trzy  główne  metody  prowadze-
nia  statystycznej  kontroli  procesów  oraz  ich  różne  modyfikacje6). 
Pierwsza z nich, oparta na kryteriach Neumanna i Pearsona, stosuje 
kartę  kontrolną  Shewharta.  Jest  to  historycznie  najstarsza  metoda 
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diagnozowania  procesu  technologicznego. Druga metoda  polega  na 
wielokrotnym stosowaniu analizy sekwencyjnej Walda i w praktyce 
wdraża się ją w postaci kart kontrolnych CUSUM7). Wreszcie w trze-
ciej metodzie stosuje się tzw. wygładzanie wykładnicze, czyli ważoną 
wykładniczo  średnią  kroczącą  (EWMA)8).  Te  trzy  metody  i  odpo-
wiadające im algorytmy można z powodzeniem stosować w kontroli 
stabilności  tych  procesów  technologicznych,  w  tym  chemicznych, 




niezależne  monitorowanie  poszczególnych  wskaźników  procesu 
technologicznego  może  prowadzić  do  błędnych  decyzji  opartych 
tylko  na  rozbieżności  badanych  parametrów  od  wartości  unormo-
wanych  jako dopuszczalne dla  tych wskaźników. Możliwe  staje  się 
zarówno niewykrycie stanu degradacji procesu, jak i nieuzasadnione 
jego zatrzymanie.
Dlatego  też opracowano  sposoby unikania  tych niedoskonałości. 
Uzyskuje się to, stosując do oceny stabilności procesu metody kon-
trolne  o  kilkuparametrowych  kryteriach. Metody  te  opierają  się  na 
zastosowaniu wieloparametrowych  kart  kontrolnych5,  9–11),  uwzględ-
niających  też  korelację  pomiędzy  wskaźnikami  jakości  procesu. 
Wszechstronne  możliwości  zapewniają  karty  kontrolne  Hotellinga. 
Ich  stosowanie  nie ma wad występujących  przy  stosowaniu  jedno-
parametrowych  kart  kontrolnych  Shewharta.  Karty  Hotellinga  nie 









Omówiono podstawowe  założenia  teoretyczne  i  zasady  tworzenia 
wykresów na kartach kontrolnych Hotellinga. Podano jak te wykresy 
konstruować w praktyce dla znanej a priori oraz nieznanej macierzy 




Zasady tworzenia kart Shewharta i Hotellinga
W  kontroli  kilku  parametrów  procesu  karty  Shewharta  można 
z  powodzeniem  stosować  tylko wtedy,  gdy  przewiduje  się,  że  para-
metry  te  nie  są  ze  sobą  skorelowane. Wówczas  dla  każdego wskaź-
nika zestawu kart Shewharta służących do kontroli wartości średnich 
(X̄ -karty),  poziom  istotności  αi  określa  się  na  podstawie  ogólnego 










Jeśli  nie ma  informacji  o  poszczególnych  znaczeniach αi  dla  każdej 
składowej  wektora,  to  przyjmuje  się,  że  wszystkie  są  jednakowe 
i  zdefiniowane  jako  = α0/n. W  tym  przypadku  górne UCL  (upper 
controled limit) i dolne LCL (lower controled limit) granice kontrolne 




Zarówno  wartości  średnie  μ0i,  jak  i  odchylenia  standardowe  σi 
są  określone  bądź  to  przez  wyniki  wstępnych  badań  procesu,  bądź 
też  jako  poziomy  odniesienia  podane  w  dokumentacji  technicznej. 
W  takich  przypadkach  obszary  rozrzutu  dopuszczalnych  wartości 
składowych  wektora  X̄  będą  odpowiadały  hiperprostopadłościanom 
o krawędziach odpowiednio 2UCLi oraz 2LCLi.
Do przetestowania hipotezy H0(3):
                                               μ = μ0  (3)
w przypadku jednowymiarowym, w zależności od liczebności n prób-
ki,  przy  znanej  wariancji  populacji  generalnej  stosuje  się  statystykę 
opisaną wzorem (4):
  (4)
Dla  wielowymiarowej  zmiennej  losowej,  jeśli  lewą  i  prawą  stronę 
wyrażenia (4) podniesie się do kwadratu, to otrzymuje się wyrażenie (5):
                           z2 = n(x– – μ0)2σ –2  (5)
W postaci macierzowej przedstawia je wzór (6):
  (6)
Otrzymane  wyrażenie  jest  ogólnym  kryterium  statystycznym 









i x–j, a  i,j = 1, …, p  to kolejne numery zbioru p zmiennych losowych 
opisujących kontrolowane parametry procesu.
Przy  znanej  macierzy  kowariancji  Σ,  statystyki  Hotellinga  mają 
rozkład  χ-kwadrat.  W  takim  przypadku  kontroli  statystyki  obiektu 
wieloparametrowego,  położenie  kontrolowanej  granicy  pojedynczego 
parametru  dla  danego  poziomu  istotności  α  określa  się  bezpośrednio 
z tabeli kwantyli rozkładu χ-kwadrat jako zależność (8):
  (8)
Kryterium  2TH  Hotellinga  ma  cenną  w  praktyce  specyfikę,  gdyż 
na  podstawie  znanej  macierzy  kowariancji  parametrów  kontrolnych 
procesu można obliczać jego wartości „punktowe”.
















































































torowanie wartości dwóch  (p = 2)  jego parametrów x1 i x2,  zwanych 
wskaźnikami. W trakcie badań wstępnych  jako referencyjne ustalano 
wartości  średnie  tych  wskaźników  μ1  =  2  i  μ2  =  12,  ich  odchylenia 
standardowe σ1  =  0,35  i σ2  =  1  oraz współczynnik  korelacji między 
wskaźnikami ρ = 0,5. W celu oceny stabilności procesu technologicz-
nego wykonano n = 10 badań kontrolnych przeprowadzonych w regu-
larnych  odstępach  czasu.  Każda  z  podgrup  kontrolnych  zawierała 
n  =  5  wyników  pojedynczych  pomiarów. W  tabeli  1  podano  oceny 
średnich  wartości  wskaźników  x–1 i x
–
2  dla wszystkich 10 podgrup. 
Stabilność  procesu  technologicznego  wyznaczono  za  pomocą  kon-
trolnych X̄-kart  Shewharta,  przyjmując  ogólny  poziom  istotności 
statystycznej α0 = 0,005. Poziom ten dla każdego ze wskaźników, przy 
założeniu  jego  niezależności  statystycznej,  wynosił  α0/2  =  0,0025. 
Górne  i  dolne wartości  granic  kontrolnych wyznaczono  z  zależności 
(9a) i (9b):
                                      nUCL /σµ +=   (9a)
                                      nLCL /σµ −=   (9b)
Podobnie  obliczono  wartości współrzędnych  Hotellinga  dla 
punktów j = ―2,10. Uzyskane wyniki przedstawiono w dolnym wier-












Położenie  punktów  odpowiadających  wartościom  średnim  dla 
podgrup danych w granicach tej elipsy świadczy o tym, że badany 
proces  technologiczny  jest  statystycznie  kontrolowalny,  a  rozrzut 
wartości  jego  kontrolowanych  parametrów  wynika  z  wpływu  ich 
zmian  losowych.  Punkty  odpowiadające  podgrupom  j = 3 i j = 8 
(próbki z n = 5 danymi obserwacji) znajdowały się poza elipsą testu 
Hotellinga  (rys.  3),  co wskazało  na  nieprawidłowość w przebiegu 
procesu technologicznego. Linia przerywana pokazuje prosto-
kąt  odpowiadający  granicom  testu  Shewharta.  Obie  przykładowe 
średnie  dla  danych  podgrup  8  i  3  wystąpiły  jeszcze  w  granicach 
dopuszczalnych przez kontrolne karty Shewharta. Jak więc wynika 
z tego przykładu, karty Shewharta „nie wychwyciły” żadnego z obu 
przekroczeń  jakości  procesu  wykrywalnych  dopiero  przez  kartę 
Hotellinga.
Wyznaczanie zmienności procesu wieloparametrowego
na podstawie estymacji






Dla  przypadku  wielowymiarowego  używa  się  wektorowej  formy 
reprezentacji  statystyki.  Wyznacza  się  nieobciążoną  estymatę  S 
macierzy  Σ.  Wówczas  statystykę  T 2H-Hotellinga  wyznacza  się  ze 
wzoru (17):
  (17)




z wartością  krytyczną dla  danego poziomu  istotności  statystycznej α 





































































Table 1. The average values of x–1 and x
–
2 indicators 
Tabela 1. Średnie wartości wskaźników x–1 i x
–
2 
Punkt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
x–1 2,05 1,87 2,36 1,99 2,11 2,35 2,16 1,75 2,36 2,32
x–2 12,28 11,37 10,82 11,13 12,23 13,29 12,06 12,75 13,25 13,11
T 2H 0,39 2,01 24,43 4,89 0,53 9,16 1,23 10,72 8,9 7,02
Wyniosły  one  UCL1  =  2,47  i  LCL1  =  1,53  oraz  UCL2  =  13,35 
i LCL2 = 10,65. Dla wskaźników x
–
1 i  x
–
2 utworzono następnie X̄-karty 
z wykresami podanymi na  rys.  1. Z  zakresu  zmian obu wskaźników 
wynika, że kontrolowany proces jest sterowalny i stabilny.
Stabilność tego samego procesu technologicznego oceniono również 
za  pomocą  kart  Hotellinga.  Jako  poziom  kontrolny  wybrano  kwantyl 
rozkładu  χ-kwadrat  dla  poziomu  istotności  statystycznej  α  =  0,005 




























































































jHT ,  obliczony  z wyrażenia  (17),  porównuje  się 
z wartością krytyczną  ( )
2








w  którym  Cj oznacza wektor specjalny. Neutralizuje 
on  wpływ  wartości  wszystkich  wskaźników  z  wyjąt-
kiem  j-tego  i  ma  postać  kolumny  zawierającej  zera 
we  wszystkich  liniach  z  wyjątkiem  j-tej,  w  której 
jest  1.  Sprawdza  się  hipotezę  22 krHj TT > ,  w  której 
wyznacznik: 22 HjT≡HjT .
Zastosowanie  kart  Hotellinga  przy  nieznanym 
odchyleniu  standardowym  ilustruje  przykład  2.  Dla 
znanych  (zadanych)  odchyleń  standardowych  wskaź-
ników  jakości  procesu,  poprzez  obliczenie  statystyk 
Hotellinga THj,  wykryto  dysfunkcję  procesu  w  czasie 
rzeczywistym.  W  przypadku  nieznanych  odchyleń  standardowych 




wskaźnikiem powiązany  jest  nieprawidłowy przebieg  procesu. Może 
on być również wynikiem połączonego oddziaływania kilku z nich.
Przykład 2
Aby  kontrolować  proces  technologiczny,  zmierzono  n pojedyn-
czych  wartości  parametrów  pobieranych  w  regularnych  odstępach 
czasu.  Otrzymane  dane  podano  w  tabeli  2. Wartości  odchyleń  stan-
dardowych  dla  pierwszego  i  drugiego  wskaźnika  wyniosły  μ01  =  20 
i μ20 = 1. Wykorzystując eksperymentalnie pozyskane dane, oszacowa-
no macierz kowariancji (22):
oraz ze wzoru  (17) wyznaczono wartość S  statystyki Hotellinga  jako 
wyznacznik (23) tej macierzy:





























































Fig 3. The scattering limits of mean values x–1, x
–
2 for samples j = 1,
— 10 accor-
ding to Hotelling – continues line, and Shewhard – dotted line
Rys. 3. Granice rozrzutu wartości średnich wskaźników x–1, x
–
2 dla próbek 















































































Fig. 1. Control Shewhart X–-cards, a) for the indicator x–1; b) for the indicator x
–
2
Rys. 1. Kontrolne X–-karty Shewharta, a) dla wskaźnika x–1; b) dla wskaźnika x
–
2
Fig.  2. Hotelling control card for two-parameter control of the technological process
Rys. 2. Karta kontrolna Hotellinga do dwuparametrowej kontroli procesu technologicznego
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oraz  nierówność   03,101,28 22 =>= krH TT .  Oznacza  ona,  że  badany 
proces technologiczny jest statystycznie niesterowalny.
Aby  zidentyfikować  przyczynę  tej  niesterowalności  procesu,  tj. 
cechę, która do tego doprowadziła, zastosowano szczególne kryterium 
Hotellinga. Założono kolejno j = 1 i j = 2. Dla x1,  01C1 =




Ponieważ  221 krH TT >  i 222 krH TT > ,  to  z  prawdopodobieństwem 
P  =  (1  – α)  =  0,95 wg  kryterium Hotellinga  stwierdzono,  że  proces 
technologiczny  jest  niestabilny  i  wpływ  na  jego  stabilność  miały 
łącznie oba monitorowane wskaźniki.
Zmiany  pojedynczego  parametru  nie  zawsze  są  przyczyną  niedo-
puszczalnego  przebiegu  procesu  technologicznego. W  przykładzie  1 
nieprawidłowy przebieg procesu wystąpił w trzeciej i ósmej podgrupie 
danych (punkty 3 i 8). Obliczenia szczególnych kryteriów Hotellinga 






Karty  Shewharta  są  szeroko  stosowane  do  statystycznej  kon-
troli  jakości  różnych procesów  technologicznych. Jednak dają one 
poprawne wyniki tylko wówczas, gdy wystarcza jednoparametrowe 
monitorowanie  procesu.  Przy  procesach  wymagających  kontroli 











































nia  korelacji  pomiędzy wskaźnikami  ich  jakości,  stosowanie  tych 
kart w wielu przypadkach może dać wynik fałszywy, zarówno przy 






Spośród  metod  wieloparametrowych  zastosowanie  kryterium 
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Table 2. Experimental initial data of example 2
Tabela 2. Eksperymentalne dane początkowe dla przykładu 2
Punkt 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 x–i
x1t 14 12 16 14 15 18 22 20 19 9 15,3
x2t 19 15 19 17 24 12 10 15 18 20 16,9
